W. Guzicki — Zadanie 41 z Informatora Maturalnego — poziom podstawowy 1

W tym tekscie zobaczymy rozwiazanie zadania 41 z Informatora o egzaminie matural-
nym z matematyki od roku szkolnego 2014/2015 oraz rozwiazania kilku zadan pokrew-
nych. W zadaniu 41 zobaczymy dwa sposoby rozwiazania. Pierwszy z nich ma wta-
Sciwie znaczenie wytacznie dydaktyczne, jako wprowadzenie do wazniejszego sposobu
drugiego. Ten drugi sposéb jest nastepnie wykorzystywany w kilku kolejnych zadaniach
o wzrastajacym stopniu trudnosci. Nauczyciel, ktéry doktadnie oméwi z uczniami oba
sposoby rozwiazania zadania 41, moze nastepnie pokaza¢ podobne rozumowania w kilku
zblizonych sytuacjach. Koncowe zadania wymagajg rozumowan, ktére wprawdzie moga
by¢ pokazane na poziomie podstawowym, ale sa szczegdlnymi przypadkami rozumowan
ogoélnych, wymagajacych wiadomosci zawartych w podstawie programowej dla poziomu
rozszerzonego. Wreszcie zadanie ostatnie wykorzystuje juz w pelni te wiedze z poziomu
r0zZSZerzonego.

Zadanie 41. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych takich, ze
w ich zapisie dziesietnym wystepuje jedna cyfra nieparzysta i trzy cyfry parzyste.

Uwaga. Przypominamy, ze zero jest liczbg parzysta.

Podstawowa technika matematyczng stosowana przy rozwigzywaniu podobnych zadan
kombinatorycznych jest wykorzystanie dwéch zasad kombinatorycznych: reguty doda-
wania i reguly mnozenia. Popatrzmy na jedno mozliwe sformulowanie tych regut.

Regula mnozenia. Przypusémy, ze mamy do wykonania dwie czynno$ci; wykonujemy
je kolejno po sobie. Pierwsza czynnos¢ konczy si¢ jednym z m mozliwych wynikow,
druga koniczy si¢ jednym z n mozliwych wynikéw. Wynikiem wykonania obu czynnosci
po kolei jest oczywiscie para (a,b), gdzie a jest jednym z mozliwych wynikéw czynnosci
pierwszej oraz b jest jednym z mozliwych wynikéw czynnosci drugiej. Reguta mnozenia
moéwi, ze istnieje mn mozliwych wynikéw przy wykonywaniu obu czynnosci po kolei.
Regula dodawania. Przypusémy, ze mozemy wykona¢ dwie czynno$ci; tym razem
jednak wykonujemy tylko jedna z nich. Doktadniej, wybieramy jedna czynno$é¢ i ja wy-
konujemy. Pierwsza czynnos¢ konczy sie jednym z m mozliwych wynikéw, druga konczy
si¢ jednym z n mozliwych wynikéw. W tym przypadku mamy dodatkowe zatozenie, ze
zaden wynik pierwszej czynnos$ci nie jest jednocze$nie mozliwym wynikiem drugiej czyn-
nosci (méwimy tez wtedy, ze zbiory mozliwych wynikéw obu czynnosci sa roztaczne).
Teraz wybieramy jedna czynnos¢ i ja wykonujemy. Reguta dodawania mowi, ze istnieje
wtedy m + n mozliwych wynikéow przy takim wykonywaniu jednej z dwéch czynnodci.
Reguly dodawania i mnozenia mozna uog6lni¢ na wieksza liczbe czynnosci.

Regula mnozenia. Przypu$émy, ze mamy do wykonania k czynnosci; wykonujemy
je kolejno po sobie. Pierwsza czynnos¢ konczy sie jednym z mj; mozliwych wynikow,
druga konczy sie jednym z mo mozliwych wynikow, wreszcie k-ta czynnos¢ konczy sie
jednym z mj mozliwych wynikéw. Wynikiem wykonania tych k czynnosci po kolei jest
oczywiscie ciag (a1, as,...,ar) dlugosci k, gdzie dla kazdego i = 1,2,...,k wyraz a;
jest jednym z mozliwych wynikéw i-tej czynnosci. Reguta mnozenia mowi, ze istnieje
mi-ms-...-mg mozliwych wynikéw przy wykonywaniu wszystkich k czynnosci po kolei.
Regula dodawania. Przypu$émy, ze mozemy wykonaé k czynnosci; tym razem jednak
wykonujemy tylko jedng z nich. Dokladniej, wybieramy jedna czynnoscé i ja wykonujemy.
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Pierwsza czynnosc¢ konczy sie jednym z m; mozliwych wynikéw, druga konczy sie jednym
z mo mozliwych wynikéw, wreszcie k-ta czynnosé konczy sie jednym z mj mozliwych
wynikow. W tym przypadku mamy dodatkowe zalozenie, ze zaden wynik ktorejkol-
wiek czynnosci nie jest jednocze$nie mozliwym wynikiem innej czynnosci (méwimy tez
wtedy, ze zbiory mozliwych wynikéw wszystkich czynnosci sa parami roztaczne). Teraz
wybieramy jedna czynnosé i ja wykonujemy. Reguta dodawania mowi, ze istnieje wtedy
mi +mso + ...+ my mozliwych wynikéow przy takim wykonywaniu jednej z k czynnosci.

Te reguly wykorzystujemy do rozwiazywania zadan na zliczanie, tzn. zadan, w ktérych
mamy odpowiedzie¢ na pytanie, ile jest pewnych obiektéw matematycznych opisanych
w zadaniu. Czesto stosujemy te reguty w nastepujacy sposéb. Zliczanie obiektéw zaste-
pujemy tworzeniem ich. Pytamy zatem o to, na ile sposobéw mozemy utworzy¢ obiekt
opisany w zadaniu. Zobaczymy to w pierwszym sposobie rozwiazania naszego zadania.

Rozwigzanie. Sposéb I. W tym rozwiazaniu skorzystamy z reguty dodawania i reguty
mnozenia. Zastanowimy sie, na ile sposobéw mozemy utworzy¢ liczbe czterocyfrowa,
w ktorej wystepuje jedna cyfra nieparzysta i trzy cyfry parzyste. Wyobrazamy sobie, ze
mamy cztery wolne miejsca i w kazde z nich mozemy wpisa¢ jedna cyfre. Chcemy zatem
wpisaC w te cztery miejsca jedng cyfre nieparzysta i trzy cyfry parzyste. Zaczniemy od
rozwazenia czterech przypadkéow w zaleznosci od tego, na ktérym miejscu znajduje sie
jedyna cyfra nieparzysta. Oznaczmy litera n cyfre nieparzysta i litera p cyfre parzysta.
Mamy wéwczas nastepujace cztery mozliwosci potozenia cyfr parzystych i nieparzystych:

nppp, pnpp, ppnp oraz pppn.

W kazdym z czterech przypadkéw skorzystamy z reguty mnozenia, by obliczy¢, ile jest
liczb rozwazanej postaci oraz skorzystamy z reguty dodawania, by otrzymaé ostateczna
odpowiedz.

Zaczniemy zatem od okreslenia czterech czynnosci:

e czynnos¢ pierwsza polega na utworzeniu liczby postaci nppp,
e czynnos¢ pierwsza polega na utworzeniu liczby postaci pnpp,
e czynnos¢ pierwsza polega na utworzeniu liczby postaci ppnp,
e czynnos¢ pierwsza polega na utworzeniu liczby postaci pppn.

Obliczymy, iloma mozliwymi wynikami konczy sie kazda z tych czterech czynnosci i na-
stepnie dodamy otrzymane liczby. Zauwazmy, ze spelniony jest warunek, ze mozliwe
wyniki ktorejkolwiek czynnosci nie sa jednocze$nie wynikami innej. Mianowicie w kaz-
dej czynnosci otrzymujemy jako wynik liczbe innej postaci.

Przypadek 1. Cyfra nieparzysta stoi na pierwszym miejscu (czyli mamy do czynienia,
z rozmieszczeniem cyfr postaci nppp).

Definiujemy cztery czynnosci, ktore bedziemy wykonywaé po kolei:
e czynno$¢ pierwsza polega na wybraniu liczby stojacej na pierwszym miejscu,
e czynnos¢ druga polega na wybraniu liczby stojacej na drugim miejscu,
e czynnos¢ trzecia polega na wybraniu liczby stojacej na trzecim miejscu,
e czynnos¢ czwarta polega na wybraniu liczby stojacej na czwartym miejscu.
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Czynno$¢ pierwsza konczy sie jednym z 5 mozliwych wynikéw, bowiem mamy 5 mozli-
woéci wyboru cyfry nieparzystej, ktora ma sta¢ na pierwszym miejscu (sa to mozliwosci:
1, 3, 5, 71 9). Kazda z nastepnych czynnosci takze konczy sie jednym z 5 mozliwych
wynikéw, bowiem na kazdym z nastepnych miejsc mamy 5 mozliwosci wyboru cyfry
parzystej (sa to mozliwoéci: 0, 2, 4, 6 i 8). Zatem istnieje 5-5-5-5 = 5* = 625 liczb
postaci nppp.

Uwaga. Przy stosowaniu reguty mnozenia czesto mamy do czynienia z nastepujaca sy-
tuacja. Wykonujemy kilkakrotnie po kolei w zasadzie te sama czynnosé, w nieco tylko
zmienionych okoliczno$ciach, ktére jednak nie wptywaja na liczbe mozliwych wynikow.
Tak byto w powyzszym przypadku. Wpisanie cyfr w drugie, trzecie i czwarte miejsce po-
legalo tak naprawde na wykonaniu tej samej czynnosci (wyboru jednej cyfry parzystej)
i réznica polegata tylko na tym, gdzie wybrana cyfre wpiszemy. W takim przypadku,
jesli te sama czynnos$é¢ konczacy si¢ jednym z m mozliwych wynikéw wykonujemy n razy,
to ostatecznie otrzymamy jeden z m"™ mozliwych wynikéw. Czesto wykonanie n razy tej
samej czynnosci zapisujemy jako jedna czynno$é¢, pamietajac o tym, ze konczy si¢ ona
jednym z m"™ mozliwych wynikéw. Tak postapimy w przypadkach drugim i czwartym.
Przypadek 2. Cyfra nieparzysta stoi na drugim miejscu (czyli mamy do czynienia
z rozmieszczeniem cyfr postaci pnpp).

Definiujemy trzy czynnosci, ktore bedziemy wykonywac¢ po kolei:

e czynnos¢ pierwsza polega na wybraniu liczby stojacej na pierwszym miejscu,

e czynnos¢ druga polega na wybraniu liczby stojacej na drugim miejscu,

e czynnos¢ trzecia polega na wybraniu kolejno dwéch liczb stojacych na trzecim
1 czwartym miejscu.

Czynno$¢ pierwsza konczy sie jednym z 4 mozliwych wynikéw, gdyz mamy 4 mozliwosci
wyboru cyfry parzystej, ktéra ma sta¢ na pierwszym miejscu (nie moze to by¢ zero,
zatem pozostaja 4 mozliwosci: 2, 4, 6 i 8). Czynnos¢ druga konczy si¢ jednym z 5 mozli-
wych wynikéw, gdyz mamy 5 mozliwosci wyboru liczby nieparzystej na drugim miejscu
(sato: 1,3,5,719). Czynnoéé trzecia konczy sie jednym z 52 mozliwych wynikéw, gdyz
na kazdym z nastepnych dwoch miejsc mamy znéw 5 mozliwoéci wyboru cyfry parzystej
(sa to: 0, 2, 4, 61 8). Zatem istnieje 4-5-5% = 4-53 = 4. 125 = 500 liczb postaci pnpp.
Przypadek 3. Cyfra nieparzysta stoi na trzecim miejscu (czyli mamy do czynienia
z rozmieszczeniem cyfr postaci ppnp).

Definiujemy cztery czynnosci, ktore bedziemy wykonywaé po kolei:

czynno$¢ pierwsza polega na wybraniu liczby stojacej na pierwszym miejscu,
czynno$¢ druga polega na wybraniu liczby stojacej na drugim miejscu,
czynno$¢ trzecia polega na wybraniu liczby stojacej na trzecim miejscu,

czynno$é czwarta polega na wybraniu liczby stojacej na czwartym miejscu.

Czynno$¢ pierwsza konczy sie jednym z 4 mozliwych wynikéw, gdyz mamy 4 mozliwosci
wyboru cyfry parzystej, ktéra ma sta¢ na pierwszym miejscu (nie moze to by¢ zero,
zatem pozostaja 4 mozliwosci: 2, 4, 6 1 8). Czynno$¢ druga konczy sie jednym z 5 moz-
liwych wynikéw, gdyz mamy 5 mozliwoéci wyboru liczby parzystej na drugim miejscu
(sa to: 0, 2, 4, 6 i 8). Czynno$¢ trzecia konczy sie jednym z 5 mozliwych wynikéw, gdyz
mamy 5 mozliwosci wyboru liczby nieparzystej na trzecim miejscu (sa to: 1, 3, 5, 71 9).
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Wreszcie czynnosé czwarta konczy sie takze jednym z 5 mozliwych wynikow, gdyz mamy
5 mozliwosci wyboru cyfry parzystej na czwartym miejscu (sa to: 0, 2, 4, 6 i 8). Zatem
istnieje 4-5-5-5 =4-5% = 4125 = 500 liczb postaci ppnp.

Przypadek 4. Cyfra nieparzysta stoi na czwartym miejscu (czyli mamy do czynienia
z rozmieszczeniem cyfr postaci pppn).

Definiujemy trzy czynnosci, ktére bedziemy wykonywaé po kolei:

e czynnos¢ pierwsza polega na wybraniu liczby stojacej na pierwszym miejscu,

e czynnos¢ druga polega na wybraniu dwoch liczb stojacych na drugim miejscu i trze-

cim miejscu,

e czynnos¢ trzecia polega na wybraniu liczby stojacej na czwartym miejscu.
Czynno$c¢ pierwsza konczy sie jednym z 4 mozliwych wynikéw, gdyz mamy 4 mozliwosci
wyboru cyfry parzystej, ktéra ma sta¢ na pierwszym miejscu (nie moze to by¢ zero,
zatem pozostaja 4 mozliwosci: 2, 4, 6 i 8). Czynnoéé druga koficzy sie jednym z 52
mozliwych wynikéw, gdyz mamy po 5 mozliwosci wyboru liczby parzystej na drugim
i trzecim miejscu (sa to: 0, 2, 4, 6 i 8). Wreszcie czynno$é trzecia konczy sie jednym z 5
mozliwych wynikéw, gdyz mamy 5 mozliwo$ci wyboru liczby nieparzystej na czwartym
miejscu (sg to: 1, 3,5, 719). Zatem istnieje 4-52-5 = 4-5% = 4125 = 500 liczb postaci
pppn.

Teraz powracamy do reguly dodawania, od ktérej zaczeliSmy rozwiazanie. Zdefiniowa-
liSmy cztery czynnosci i wykonamy tylko jedna z nich:

e czynno$¢ pierwsza konczy sie jednym z 625 wynikow,

e czynnos¢ druga konczy sie jednym z 500 wynikéw,

e czynnos¢ trzecia konczy sie jednym z 500 wynikéw,

e czynnos¢ czwarta konczy sie jednym z 500 wynikow.

Z regulty dodawania wynika, ze tacznie mamy wtedy 625 4 500 + 500 + 500 = 2125
wynikéw, a wiec istnieje 2125 liczb czterocyfrowych, w ktérych wystepuje jedna cyfra
nieparzysta i 3 cyfry parzyste.

Rozwigzanie. Sposéb II. Ten sposéb polega na zgrupowaniu razem trzech ostatnich
przypadkéw z poprzedniego sposobu rozwiazania. Bedziemy zatem mieli dwa przypadki
do rozpatrzenia w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na pierwszym miejscu. W przypadku
pierwszym nie bedziemy juz wypisywac¢ kolejnych czynno$ci, bo nie réznia sie one od
czynnosci w rozwigzaniu sposobem pierwszym. Natomiast opiszemy doktadnie czynnosci
w przypadku drugim, gdyz wystapia tu nowe czynnosci, ktérych nie byto w pierwszym
rozwiazaniu i ktére sa bardzo czesto stosowane.

Przypadek 1. Na pierwszym miejscu stoi cyfra nieparzysta (czyli mamy do czynienia
z rozmieszczeniem cyfr postaci nppp).

Tak jak poprzednio, mamy 5 mozliwosci wyboru cyfry nieparzystej na pierwszym miej-
scu (sa to cyfry: 1, 3, 5, 71 9). Nastepnie mamy po pie¢ mozliwoéci wyboru cyfry
parzystej na kazdym z pozostalych trzech miejsc (sa to cyfry: 0, 2, 4, 6 1 8). Z reguly
mnozenia wynika, ze w tym przypadku mamy 5 - 52 = 5* = 625 mozliwych liczb.
Przypadek 2. Na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta (czyli mamy do czynienia
z rozmieszczeniami cyfr postaci pnpp, ppnp oraz pppn).
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W tym przypadku korzystamy z reguly mnozenia w nieco inny sposob. Definiujemy
cztery czynnosci, ktére bedziemy wykonywaé po kolei:
e czynnos¢ pierwsza polega na wybraniu liczby parzystej stojacej na pierwszym miej-
scu,
e czynnos¢ druga polega na wybraniu miejsca dla liczby nieparzystej,
e czynnos¢ trzecia polega na wybraniu liczby nieparzystej stojacej na miejscu wybra-
nym w czynnosci drugiej,
e czynno$¢ czwarta polega na wybraniu dwoéch liczb parzystych stojacych na dwéch
wolnych miejscach.
Czynno$¢ pierwsza konczy sie jednym z 4 mozliwych wynikéw, gdyz mamy 4 mozliwosci
wyboru cyfry parzystej, ktéra ma sta¢ na pierwszym miejscu (nie moze to by¢ zero,
zatem pozostaja 4 mozliwosci: 2, 4, 6 1 8).
Czynno$¢ druga konczy sie jednym z 3 mozliwych wynikéow, gdyz mamy 3 mozliwosci
wyboru miejsca dla cyfry nieparzystej (miejsce drugie, trzecie lub czwarte). Czynnosé
trzecia konczy sie jednym z 5 mozliwych wynikéw, gdyz mamy 5 mozliwosci wyboru
cyfry nieparzystej (sa to: 1, 3, 5, 71 9). Wreszcie czynnosé czwarta konczy sie jednym
z 52 mozliwych wynikéw, gdyz na kazdym z dwéch wolnych miejsc mozemy umiescié
jedna z 5 cyfr parzystych (sa to cyfry: 0, 2, 4, 6 i 8). Z reguly mnozenia wynika, ze
w tym przypadku mamy 4 -3 -5 - 52 = 1500 mozliwych liczb.

Na zakonczenie korzystamy z reguty dodawania i stwierdzamy, ze mamy tacznie
625 4+ 1500 = 2125
liczb, o ktoére chodzito w zadaniu.

Popatrzmy teraz na kilka podobnych zadan, w ktoérych wykorzystujemy analogiczne
metody rozwiazania. Zaczniemy od zadania, ktérego rozwiazanie niewiele rézni si¢ od
poprzedniego.

Zadanie 41a. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych takich, ze
w ich zapisie dziesietnym wystepuje jedna cyfra parzysta i trzy cyfry nieparzyste.

Rozwigzanie. Rozwazymy dwa przypadki w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na
pierwszym miejscu.

Przypadek 1. Na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta (czyli mamy do czynienia
z rozmieszczeniem cyfr postaci pnnn).

Mamy cztery mozliwosci wyboru cyfry parzystej na pierwszym miejscu (nie moze tam
byé zera) i po pie¢ mozliwosci wyboru cyfry nieparzystej na kazdym z pozostalych
miejsc. Z reguty mnozenia wynika zatem, ze w tym przypadku istnieje 4-5% = 500 liczb.
Przypadek 2. Na pierwszym miejscu stoi cyfra nieparzysta (czyli mamy do czynienia
z rozmieszczeniem cyfr postaci npnn, nnpn lub nnnp).

Najpierw wybieramy miejsce, na ktéorym ma staé cyfra parzysta. Mamy 3 mozliwosci
(miejsce drugie, trzecie lub czwarte). Nastepnie wybieramy te cyfre parzysta; mamy
5 mozliwosci (sa to cyfry: 0, 2, 4, 6 i 8). Wreszcie na kazdym z trzech wolnych miejsc
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(wliczajac w to miejsce pierwsze) mamy po 5 mozliwosci wyboru cyfry nieparzystej
(sa to cyfry: 1, 3, 5, 71 9). Z reguly mnozenia wynika, ze w tym przypadku mamy
3-5-53 = 1875 liczb.

Z reguly dodawania wynika, ze tacznie mamy 500 + 1875 = 2375 liczb.
Rozwiazanie kolejnego zadania rézni si¢ nieco od rozwiazan dwdéch pierwszych zadan.

Zadanie 41b. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych takich, ze
w ich zapisie dziesietnym wystepuja dwie cyfry parzyste i dwie cyfry nieparzyste.

Rozwigzanie. Rozwazymy dwa przypadki w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na
pierwszym miejscu.

Przypadek 1. Na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta (czyli mamy do czynienia
z rozmieszczeniem cyfr postaci ppnn, pnpn lub pnnp).

Mamy cztery mozliwosci wyboru cyfry parzystej na pierwszym miejscu (nie moze tam
by¢ zera). Nastepnie mamy trzy mozliwosci wyboru miejsca dla drugiej cyfry parzystej
(miejsce drugie, trzecie lub czwarte) i pie¢ mozliwosci wyboru tej cyfry parzystej (sa
to cyfry: 0, 2, 4, 6 i 8). Wreszcie mamy po pie¢ mozliwosci wyboru cyfry nieparzystej
na kazdym z pozostalych dwéch miejsc. Z reguly mnozenia wynika zatem, ze w tym
przypadku istnieje 4 - 3 -5 - 52 = 1500 liczb.

Przypadek 2. Na pierwszym miejscu stoi cyfra nieparzysta (czyli mamy do czynienia,
z rozmieszczeniem cyfr postaci nnpp, npnp lub nppn).

Najpierw wybieramy cyfre nieparzysta na pierwsze miejsce; mamy 5 mozliwosci (sa to
cyfry: 1, 3,5, 719). Nastepnie wybieramy miejsce, na ktérym ma staé¢ druga cyfra niepa-
rzysta (mamy 3 mozliwosci: miejsce drugie, trzecie lub czwarte) oraz te cyfre nieparzysta
(mamy 5 mozliwoéci: 1, 3, 5, 71 9). Wreszcie na kazdym z dwéch wolnych miejsc mamy
po 5 mozliwosci wyboru cyfry parzystej (sa to cyfry: 0, 2, 4, 6 i1 8). Z reguly mnozenia
wynika, Ze w tym przypadku mamy 5 -3 -5 - 5% = 1875 liczb.

Z reguly dodawania wynika, ze tacznie mamy 1500 4 1875 = 3375 liczb.

Pierwsze dwa zadania mozemy uogélni¢ na liczby majace wiecej cyfr.

Zadanie 41c. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych n-cyfrowych takich, ze w ich
zapisie dziesietnym wystepuje jedna cyfra nieparzysta i n — 1 cyfr parzystych.

Rozwigzanie. Bedziemy mieli dwa przypadki do rozpatrzenia w zaleznosci od tego,
jaka cyfra stoi na pierwszym miejscu.

Przypadek 1. Na pierwszym miejscu stoi cyfra nieparzysta.

Mamy 5 mozliwoéci wyboru cyfry nieparzystej na pierwszym miejscu (sa to cyfry: 1,
3, 5, 719). Nastepnie mamy po pie¢ mozliwosci wyboru cyfry parzystej na kazdym
z pozostalych n — 1 miejsc (sa to cyfry: 0, 2, 4, 6 1 8). Z reguly mnozenia wynika, ze
w tym przypadku mamy 5 - 5%~ ! = 5" mozliwych liczb.

Przypadek 2. Na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta.
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W. Guzicki — Zadanie 41 z Informatora Maturalnego — poziom podstawowy 7

Najpierw wybieramy cyfre parzysta na pierwsze miejsce. Mamy 4 mozliwosci (na pierw-
szym miejscu nie moze staé¢ zero, wiec pozostaja: 2, 4, 6 1 8). Nastepnie wybieramy
miejsce, na ktérym stoi cyfra nieparzysta. Mamy tu n — 1 mozliwosci (miejsce drugie,
trzecie i tak dalej az do ostatniego). Potem wybieramy te cyfre nieparzysta (mamy
5 mozliwoéci: 1, 3, 5, 71 9). Wreszcie na kazdym z n — 2 wolnych miejsc mozemy umie-
Sci¢ jedna z 5 cyfr parzystych (sa to cyfry: 0, 2, 4, 6 1 8). Z reguly mnozenia wynika, ze
w tym przypadku mamy 4 - (n —1)-5-5""2 = (4n — 1) - 5"~ mozliwych liczb.

Wreszcie z reguty dodawania wynika, ze mamy tacznie
5" +(4n—1)-5""t=5.5""1 4 (4n—4)-5"" ' = (4n+1)-5"!
liczb.

Zadanie 41d. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych n-cyfrowych takich, ze w ich
zapisie dziesietnym wystepuje jedna cyfra parzysta i n — 1 cyfr nieparzystych.

Rozwigzanie. Bedziemy mieli dwa przypadki do rozpatrzenia w zalezno$ci od tego,
jaka cyfra stoi na pierwszym miejscu.

Przypadek 1. Na pierwszym miejscu stoi cyfra nieparzysta.

Mamy n — 1 mozliwosci wyboru miejsca dla cyfry parzystej i 5 mozliwosci wyboru
tej cyfry. Nastepnie mamy po pie¢ mozliwosci wyboru cyfry nieparzystej na kazdym
z pozostatych n — 1 miejsc, wliczajac w to miejsce pierwsze. Z reguly mnozenia wynika,
ze w tym przypadku mamy (n —1)-5-5""1 = (n — 1) - 5 mozliwych liczb.

Przypadek 2. Na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta.

Najpierw wybieramy cyfre parzysta na pierwsze miejsce. Mamy 4 mozliwosci (na pierw-
szym miejscu nie moze staé¢ zero, wiec pozostaja: 2, 4, 6 i 8). Nastepnie na kazdym
z n — 1 nastepnych miejsc mozemy umiesci¢ jedna z 5 cyfr parzystych (sa to cyfry: 0,
2, 4, 6 i 8). Z regulty mnozenia wynika, ze w tym przypadku mamy 4 - 5" ~1 mozliwych
liczb.

Wreszcie z reguly dodawania wynika, ze mamy tacznie
(n—1)-5"+4-5"1'=mn—-1)-5-5""1t+4.5""' = (5n—-1)-5""!
liczb.

Rozwiazanie nastepnego zadania wymaga nowego pomystu.

Zadanie 41e. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych takich, ze
w ich zapisie dziesietnym wystepuja dwie cyfry parzyste i trzy cyfry nieparzyste.

Rozwigzanie. Rozwazamy dwa przypadki w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na
pierwszym miejscu.

Przypadek 1. Na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta.
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Mamy cztery mozliwosci wyboru cyfry parzystej na pierwszym miejscu (nie moze tam
by¢ zera). Nastepnie mamy cztery mozliwosci wyboru miejsca dla drugiej cyfry parzystej
(miejsce drugie, trzecie lub czwarte) i pie¢ mozliwosci wyboru tej cyfry parzystej (sa
to cyfry: 0, 2, 4, 6 i 8). Wreszcie mamy po pie¢ mozliwosci wyboru cyfry nieparzystej
na kazdym z pozostalych trzech miejsc. Z reguly mnozenia wynika zatem, ze w tym
przypadku istnieje 4 -4 -5 - 53 = 10000 liczb.

Przypadek 2. Na pierwszym miejscu stoi cyfra nieparzysta.

Najpierw wybieramy cyfre nieparzysta na pierwsze miejsce; mamy 5 mozliwosci (sa to
cyfry: 1, 3, 5, 71 9). Nastepnie wybieramy dwa miejsca, na ktérym maja sta¢ dwie
pozostale cyfry nieparzyste (mamy 6 mozliwosci dajacych nastepujace rozmieszczenia
cyfr parzystych i nieparzystych: nnnpp, nnpnp, nnppn, npnnp, npnpn, nppnn). Potem
mamy po 5 mozliwosci wyboru cyfry nieparzystej na kazdym z tych dwdch miejsc (mamy
5 mozliwosci: 1, 3, 5, 71 9). Wreszcie na kazdym z dwéch wolnych miejsc mamy po
5 mozliwosci wyboru cyfry parzystej (sa to cyfry: 0, 2, 4, 6 i 8). Z reguly mnozenia
wynika, ze w tym przypadku mamy 5 - 6 - 52 - 52 = 18750 liczb.

Z reguly dodawania wynika, ze tacznie mamy 10000 + 18750 = 28750 liczb.

Zauwazmy, ze nowy pomyst polegat na zliczaniu sposobéw wyboru dwoch miejsc dla cyfr
nieparzystych spo$réd 4 mozliwych miejsc. Okazalo sie, ze istnieje 6 mozliwosci wyboru.
Podobny problem wystepuje w nastepujacym zadaniu, ktérego rozwigzanie pominiemy,
zostawiajac je jako ¢wiczenie. Zostanie podana wyltacznie odpowiedz.

Zadanie 41f. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych takich, ze
w ich zapisie dziesietnym wystepuja trzy cyfry parzyste i dwie cyfry nieparzyste.

Odpowiedz. Istnieje 27500 takich liczb.

Sprébujmy uogdlnié ostatnie dwa zadania. W tym celu sprébujmy obliczy¢, na ile spo-
sobéw mozemy wybra¢ dwa miejsca sposrdd k miejsc, ktorymi dysponujemy. Ponume-
rujmy dostepne miejsca liczbami od 1 do k. Nasze pytanie sprowadza sie do pytania
o to, na ile sposob6w mozemy wybraé¢ dwie liczby sposréd k liczb (nie uwzgledniajac
kolejnosci wybierania).
Sposéb 1. Mniejsza z wybranych liczb nie moze byé¢ réwna k. Mamy zatem k£ — 1
mozliwosci wyboru mniejszej liczby. Popatrzmy teraz, na ile sposobéw mozemy wybraé
wieksza liczbe w kazdym z tych k — 1 przypadkéw:
e jesli mniejsza z wybranych liczb jest 1, to mamy k& — 1 mozliwosci wybrania wiekszej
liczby (od 2 do k),
e jesli mniejsza z wybranych liczb jest 2, to mamy k —2 mozliwosci wybrania wigkszej
liczby (od 3 do k),
e jesli mniejsza z wybranych liczb jest 3, to mamy k — 3 mozliwosci wybrania wigkszej
liczby (od 4 do k),
e jesli mniejsza z wybranych liczb jest 4, to mamy k —4 mozliwosci wybrania wigkszej
liczby (od 4 do k),
i tak dalej, az do
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W. Guzicki — Zadanie 41 z Informatora Maturalnego — poziom podstawowy 9

e jesli mniejsza z wybranych liczb jest k—2, to mamy 2 mozliwosci wybrania wiekszej
liczby (k — 1 lub k),
e jesli mniejsza z wybranych liczb jest k—1, to mamy tylko jedng mozliwo$¢ wybrania
wigkszej liczby (mianowicie k).
Mamy zatem (mozemy tu skorzystaé¢ na przyktad ze wzoru na sume k—1 wyrazéw ciagu
arytmetycznego)
k(k—1)
2

mozliwosci wyboru dwoch liczb, a wiec tyle mozliwosci wyboru dwéch miejsc.

(k—1)+ (k-2 +...+2+1=

Sposéb II. Mamy k£ mozliwosci wyboru jednej liczby i k— 1 mozliwosci wyboru drugiej.
W ten sposéb dostajemy k(k — 1) mozliwosci wyboru obu liczb, z tym tylko, ze ten
sposoéb zliczania uwzglednia kolejnos¢ wybierania. Poniewaz kazda pare liczb mozemy
wybra¢ w dwéch kolejnosciach (na przyklad liczby 3 1 5 mozemy wybraé tak, ze najpierw

wybierzemy 3, a potem 5 lub najpierw 5, a potem 3), wiec otrzymany wynik musim
y y o, aDp Jp , ap ; € y y Wy y
k(k—1)

5— Sposobow wyboru.

podzieli¢ przez 2. Ostatecznie otrzymujemy
Teraz mozemy rozwiaza¢ nastepne dwa zadania. W pierwszym zobaczymy pelne roz-
wiazanie, w drugim tylko odpowiedz.

Zadanie 41g. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych n-cyfrowych takich, ze w ich
zapisie dziesietnym wystepuja dwie cyfry parzyste i n — 2 cyfry nieparzyste.

Rozwigzanie. Rozwazamy dwa przypadki w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na
pierwszym miejscu.

Przypadek 1. Na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta.

Mamy cztery mozliwosci wyboru cyfry parzystej na pierwszym miejscu (nie moze tam
by¢ zera). Nastepnie mamy n — 1 mozliwosci wyboru miejsca dla drugiej cyfry parzystej
(miejsce drugie, trzecie lub czwarte) i pie¢ mozliwosci wyboru tej cyfry parzystej (sa
to cyfry: 0, 2, 4, 6 i 8). Wreszcie mamy po pie¢ mozliwosci wyboru cyfry nieparzystej
na kazdym z pozostalych n — 2 miejsc. Z reguly mnozenia wynika zatem, ze w tym
przypadku istnieje 4 - (n — 1) -5-5""2 = 4(n — 1) - 577! liczb.

Przypadek 2. Na pierwszym miejscu stoi cyfra nieparzysta.

Najpierw wybieramy cyfre nieparzysta na pierwsze miejsce; mamy 5 mozliwosci (sa to
cyfry: 1, 3, 5, 71 9). Nastepnie wybieramy dwa miejsca, na ktérym maja sta¢ dwie
pozostalte cyfry nieparzyste (z powyzszego rozumowania wynika, ze mamy w
mozliwosci wyboru tych dwoch miejsc). Potem mamy po 5 mozliwosci wyboru cyfry
nieparzystej na kazdym z tych dwéch miejsc (mamy 5 mozliwosci: 1, 3, 5, 719). Wreszcie
na kazdym z n — 3 wolnych miejsc mamy po 5 mozliwosci wyboru cyfry parzystej (sa to
cyfry: 0, 2, 4, 6 1 8). Z reguly mnozenia wynika, ze w tym przypadku mamy

(n—1)(n—2) .52 .5n—3 _ 5(n —1)(n —2)

. 571—1
2 2

5.

liczb.

* %
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7 reguly dodawania wynika, ze tacznie mamy
5(n—1)(n—2) -1 _ (n—1)(5n — 2)

. 571—1
2 2

4(n—1) 5" 4

liczb.

Zadanie 41h. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych n-cyfrowych takich, ze w ich
zapisie dziesietnym wystepuja n — 2 cyfry parzyste i dwie cyfry nieparzyste.

Odpowiedz. Istnieje (n — 1)(2n + 1) - 57! takich liczb.

Rozwiazania powyzszych zadan nie wymagaja wiadomosci wykraczajacych poza pod-
stawe programowa dla poziomu podstawowego. Nastepne zadanie ogdlne korzysta z po-
jecia wspotczynnika dwumianowego, a wiec pojecia znajdujacego si¢ w podstawie pro-
gramowej dla poziomu rozszerzonego.

Zadanie 41i. Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych n-cyfrowych takich, ze w ich
zapisie dziesietnym wystepuje k cyfr parzystych i n — k cyfr nieparzystych.

Rozwigzanie. Rozwazamy dwa przypadki w zaleznosci od tego, jaka cyfra stoi na
pierwszym miejscu.
Przypadek 1. Na pierwszym miejscu stoi cyfra parzysta.

Mamy cztery mozliwosci wyboru cyfry parzystej na pierwszym miejscu (nie moze tam
by¢ zera). Nastepnie mamy (Zj) mozliwosci wyboru miejsc dla pozostatych k — 1 cyfr
parzystych. Potem mamy po pie¢ mozliwosci wyboru kazdej z tych k—1 cyfr parzystych
(sa to cyfry: 0, 2, 4, 61 8). Wreszcie mamy po pie¢ mozliwosci wyboru cyfry nieparzystej
na kazdym z pozostalych n — k miejsc. Z reguly mnozenia wynika zatem, ze w tym

przypadku istnieje
n—1 n—1
4. _5](7—1. n—k::4. .rn—1
(eo0) ot (G0)) 5
liczb.

Przypadek 2. Na pierwszym miejscu stoi cyfra nieparzysta.

Najpierw wybieramy cyfre nieparzysta na pierwsze miejsce; mamy 5 mozliwosci (sa to
cyfry: 1, 3,5, 719). Nastepnie wybieramy k miejsc, na ktérych maja staé cyfry parzyste;
mamy (”;1) mozliwosci wyboru tych miejsc. Potem mamy po 5 mozliwosci wyboru cyfry
parzystej na kazdym z tych k& miejsc (mamy 5 mozliwosci: 1, 3, 5, 71 9). Wreszcie na
kazdym z n — k — 1 wolnych miejsc mamy po 5 mozliwo$ci wyboru cyfry nieparzystej
(sa to cyfry: 0, 2, 4, 6 i 8). Z reguly mnozenia wynika, ze w tym przypadku mamy

n—1 n—1
5 - .5k .pn—k-1l _ 5. .5n—1
") ")
liczb.

7 reguly dodawania wynika, ze tacznie mamy

(i) e (1) o

liczb.

* %
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